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Introducción
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• Propiedades cualitativas geométricas: Componentes conexas, agujeros, 
cavidades…

• Ventajas:
• Estudiar características de la “forma” de datos de dimensión superior que 

no se pueden visualizar.

• No dependen de la elección de una métrica

• Proporcionan estabilidad frente al ruido → Teorema de estabilidad

Análisis topológico de datos
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El análisis de datos topológicos (TDA) es un enfoque para el análisis de las 
propiedades cualitativas geométricas de datasets utilizando técnicas de 

topología. 



Pipeline
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Nube de puntos Filtración de complejos 

simpliciales

Diagrama de persistencia



Conocimientos previos
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• Def: Un 𝑘-símplice 𝜎 en ℝ𝑑con 𝑑 ≥ 𝑘 es un triángulo 𝑘-dimensional. 

Complejo simplicial
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0-símplice 1-símplice 2-símplice 3-símplice

• Def: Un complejo simplicial es una colección finita de símplices 𝐾 que 
satisface que las intersecciones (no vacías) entre los símplices son 
símplices de menor dimensión, pertenecientes al complejo simplicial 
𝐾.



Complejo simplicial

15/06/2021 Robustez de la homología persistente: El Teorema de estabilidad DIAPOSITIVA 8

Es un complejo simplicial

No es un complejo simplicial



• Def: Sea 𝑆 ⊂ ℝ𝑑 un conjunto finito de puntos. Llamamos complejo de 
Vietoris-Rips de 𝑆 de radio 𝑟 al complejo simplicial abstracto

VR 𝑟 = {𝜎 ⊆ 𝑆 ∣ diam 𝜎 ≤ 2𝑟}

donde diam 𝜎 denota el diámetro del subconjunto 𝜎.

Complejo de Vietoris-Rips
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Fuente: [1]



• Def: La celda de Voronoi, 𝑉𝑢, de un punto 𝑢 ∈ 𝑆 es la intersección de los 
semiespacios de puntos al menos tan cerca de 𝑢 como de 𝑣 para todos 
los puntos 𝑣 ∈ 𝑆.

Celdas de Voronoi
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Fuente: [1]



• Def: Sea 𝑆 ⊂ ℝ𝑑 un conjunto finito de puntos. Llamamos alfa complejo
de radio 𝑟 asociado a 𝑆 como el complejo simplicial abstracto

Alpha 𝑟 = 𝜎 ∈ 𝑆 𝑢∈𝜎𝑅𝑢ځ 𝑟 ≠ ∅

donde 𝑅𝑢 𝑟 = 𝐵𝑟 𝑢 ∩ 𝑉𝑢.

Alfa complejo
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Fuente: [1]



• Formalismo algebraico que nos permitirá contar:
• Componentes conexas.

• Agujeros.

• Cavidades.

• Etc.

• Def: Sea un objeto geométrico 𝑋, definimos 𝛽𝑖(𝑋), el 𝑖-ésimo número 
de Betti de 𝑋, como el número de agujeros 𝑖-dimensionales de 𝑋. 

• Nos va a permitir calcular los números de Betti de un complejo 
simplicial haciendo uso del álgebra lineal.

Homología simplicial
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• 𝛽0(𝐾) = 7 (Comp. Conexas)

• 𝛽1(𝐾) = 0 (Huecos)

• 𝛽2(𝐾) = 0 (Cavidades)

• 𝛽0(𝐾) = 6 (Comp. Conexas)

• 𝛽1(𝐾) = 0 (Huecos)

• 𝛽2(𝐾) = 0 (Cavidades)

• 𝛽0(𝐾) = 2 (Comp. Conexas)

• 𝛽1(𝐾) = 1 (Huecos)

• 𝛽2(𝐾) = 0 (Cavidades)



• Def: El diagrama de persistencia Dgm𝑙 𝐾 ⊂ ℝ
2

de 𝐾 es el multiconjunto

Homología persistente
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de puntos 𝑎𝑖 , 𝑎𝑗 con multiplicidad 𝜇𝑖
𝑗

para todo 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛 + 1,  unión 

los puntos de la diagonal, con multiplicidad infinito.

• Hay 𝜇𝑖
𝑗

agujeros 𝑙-dimensionales que nacen en el “instante” 𝑎𝑖 y mueren en 𝑎𝑗.



Teorema de estabilidad

15/06/2021 Robustez de la homología persistente: El Teorema de estabilidad DIAPOSITIVA 15



Sean 𝑋 e 𝑌 dos conjuntos finitos. Entonces, la distancia Hausdorff entre 𝑋 e 𝑌 es

Distancia Hausdorff
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Sean 𝑋 e 𝑌 dos multiconjuntos. Entonces, la distancia bottleneck entre 𝑋 e 𝑌 es

Distancia Bottleneck
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siendo 𝜂: 𝑋 → 𝑌 las biyecciones de 𝑋 a 𝑌.

Fuente: [2]



Sean 𝐴 y 𝐵 subconjuntos finitos de ℝ𝑑. Entonces, para cada 𝑘

𝑊∞ Dgm𝑘 𝐴 ,Dgm𝑘 𝐵 ≤ 𝐻 𝐴, 𝐵 .

Teorema de estabilidad
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Nubes de puntos “cercanas” dan lugar a diagramas de persistencia “cercanos”.

Este resultado se puede generalizar de forma que podemos garantizar la robustez 
de los diagramas de persistencia asociados a una función real definida en un 

espacio topológico, bajo ciertas hipótesis leves [2].



Implementación
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Cálculo de la distancia Hausdorff
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ෙ𝐻 𝑋, 𝑌 ෙ𝐻 𝑌, 𝑋Cálculo de las distancias Hausdorff directas:

Algoritmo NAIVEHDD [3] del orden de                     , donde 𝑚 = 𝑋 y 𝑛 = 𝑌 . 



Búsqueda de la biyección 𝜂: 𝑋 → 𝑌 de distancia mínima

Cálculo de la distancia Bottleneck
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Búsqueda de un emparejamiento óptimo de coste mínimo en un grafo bipartido 

Variante del método Húngaro, el 
cual se utiliza para resolver 
problemas de asignación

Modelización

Resolución

Algoritmo [1] del orden de               .



Ejemplos
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Ejemplo 1: Elipse
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𝛾 𝑡 = 4 sin 𝑡 , 9 cos 𝑡 , con 𝑡 ∈ 0,2𝜋
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Dist. Hausdorff:

2.4398

Dist. Bottleneck 

dim. 0: 0.55573

Dist. Bottleneck 

dim. 1: 0.98572

Ruido:

𝑁 2,0.09
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Ejemplo 2: Elecciones 2019

Condado de Napa, California
Fuente: [4]

• Simulamos el procedimiento descrito en [4]
• Usar homología persistente para determinar 

si hay distritos electorales donde se ha votado 
diferente respecto al resto de distritos que lo 
rodean.

• Agujero → “Distrito isla”.

• Resultados de las elecciones generales de 
noviembre de 2019:
• Cada provincia con el color del partido con 

mayor número de votos

• Coordenada representativa de cada provincia:
o Wikipedia.

o Random.

• Comprobar que los resultados obtenidos en 
[4] son robustos a la elección de la 
coordenada representativa del territorio.



Complejo VR Wikipedia
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Complejo VR Random
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Dist. Hausdorff:

0.89583

Dist. Bottleneck 

dim. 0: 0.7323

Dist. Bottleneck 

dim. 1: 0.2682

Teruel

Teruel

Ciclo: Guadalajara-Zaragoza



Conclusiones
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• Gran utilidad de la homología persistente para el estudio cualitativo de 
los datos

• Sin embargo, requiere interpretación de los resultados → Posibilidad de 
inconsistencia en las interpretaciones.

• Dependen de la selección del complejo simplicial para obtener mejores 
resultados.

• Amplias aplicaciones:
• Biología computacional: Estudio genético…

• Neurociencia

• Lingüística computacional.

• Medicina: Oncología…

• Machine Learning.

• Etc.

• Posibilidad de mejora en el cálculo de ambas distancias:
• Estudiar los algoritmos considerados State of Art.

Conclusiones
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